
数论知识点  
基础  
主要是将大部分基础的定义罗列出来（基本上都是抄的 OI wiki）。不会的自取。

因为我习惯给所有定义和证明加框，所以这个章节基本上都是框。

设 ，如果存在  使得 ，那么就说  可以被  整除，记作 ；如果  不能
被  整除，记作 。

如果 ，称  是  的约数，  是  的倍数。

如果  是  的约数，则  也是  的约数。如无特殊说明，约数是指正约数。

设 ，若存在 ，则称  为  的公约数，所有公约数中最大的那个称为最大
公约数（Greatest Common Divisor，简称 GCD）。同样定义公倍数和最大公倍数（Least 
Common Multiple，简称 LCM）。

如果 ，则称  和  互素（互质，既约），记为 。

设整数 ，如果  除了平凡约数（ ， ）之外没有其他的约数，那么称  为素数；
否则称为 合数。如无特殊说明，素数指正素数。

算数基本引理：设  是质数，如果 ，则  和  至少有一个成立。

算数基本定理（唯一分解定理）：设正整数 ，那么必有表示：




其中  是质数，在不考虑  间的顺序的意义下，该表示唯一。将相同的素数合并，
有



该形式称为  的标准素因数分解形式。

设整数 ，若 ，称  为模数，  同余于  模 ，记作 。

否则，  不同余于  模 ，记作 。

这样的等式，称为模  的同余式，简称同余式。如无特殊说明，模数  都是正整数。

对非零整数 ，把全体整数分成  个两两不交的集合，且同一个集合中的任意两个数模  均同
余，我们把这  个集合均称为模  的同余类或剩余类，用  表示包含整数  的同余
类。

对  个整数 ，若对任意的整数 ，有且仅有一个数  与  模  同余，则称这  
个整数  为模  的完全剩余系，简称 剩余系。

对于同余类 ，若 ，则称该同余类为既约同余类 或 既约剩余类。

把模  既约剩余类的个数记作 ，称其为欧拉函数。

数论函数是指定义域为正整数的函数，也可以视作是一个序列。

积性函数：如果数论函数  满足， ，且 
，则  为积性函数。


完全积性函数：如果数论函数  满足， ，且 ，则 
 为完全积性函数。
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如果  和  是积性函数，则  都为积性函数。其中 

。

常见积性函数：

单位函数： 。（完全积性）
恒等函数： ，  通常记作 （完全积性）
常数函数： 。（完全积性）
除数函数： ，  通常记作  或 ，  通常记作 。

欧拉函数： 。

莫比乌斯函数： 。

其中 表示 的本质不同质因子个数

质数  
质数是大于  的自然数中，指只能被  和它本身整除的数。

单个数的素性测试  

朴素算法  

如果  存在非平凡约数 ，则  和  中至少有一个成立，因此只需检验在  

中是否存在能够整除  的数即可。

Fermat 素性测试  

费马小定理：对于质数  和整数 ，有 。

每一次随机选取一个数 ，并检验是否有 。

但是费马小定理的逆定理并不一定成立，记存在  不是质数能够满足上述条件，如果 
 但  不是素数，则称  是以  为底的伪素数。例如 。

如果一个合数，对于所有  均满足 ，则称这个数为 Carmichael 数。

例如  就是一个 Carmichael 数。

Miller-Rabin 算法  

该算法在使用 Fermat 小定理进行素性的同时，使用利用了二次探测定理。虽然仍然是随机化算法，但是
由于其正确率足够高，没有已知的合数能够通过 Miller-Rabin 测试但仍然是合数，因此可以放心使用。

在不考虑乘法的时间复杂度是，对数  进行  论检验的时间复杂度为 。

二次探测定理：如果  是奇素数，则  的解为  或 
。

具体的算法实现流程：

假设 ， ，先求出 ，然后对这个数  进行  次平方操作，若发现非
平凡平方根说明其不是素数，否则再使用 Fermat 素性测试判断。
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筛法  

考虑如何找到  的所有质数。

埃氏筛  

对于每一个质数 ，它的所有倍数显然都不会是质数，因此可以将它的所有质数删去。时间复杂度 
。

线性筛  

在上面的算法中，每一个数会被它的每一个质因子筛去一次，如果能够做到每一个数只被筛去一次，那么
时间复杂度就能够做到 ，这也应当是理论最优的复杂度。

每一个数 ，我们使其被其最小的质因子  筛去。具体的，就是在处理  的时候，利用  将  筛去。

利用线性筛求前缀积性函数值  

如果求解积性函数  在  处（其中  为质数，  为正整数）的值的时间复杂度为 ，则在线性

筛的过程中，可以在  的时间复杂度内求解出  的值。

具体的，在线性筛的过程中，我们是在处理  的时候利用  筛掉了 。因此，我们完全能够记录  的

最小质因子  及其次数 。

考虑从小到大求解每一个 。如果 ，则直接  求解，否则有 ，而

这两个数的值都是已知的。

利用这个算法，我们就可以实现：“  计算 ”。

最大公约数  

欧几里得算法  

可以证明， ，因此可以不断递归直至 。

裴蜀定理  

对于任何整数  和 ，一定存在  满足 。

扩展欧几里得算法  

考虑如何求解出这样的一组 。

由于 ，我们仍然考虑递归：

如果已知 ，又因为 ，则：

同余相关  
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乘法逆元  

如果 ，则称  为  在模  意义下的逆元，记为 。容易发现，乘法逆元存在的充
要条件是 。

求解逆元  

如果  为质数，根据费马小定理有 ，则 ，也就是  的逆元
等于 。

如果  不为质数，由于 ，则  一定有解，对于这样的一组解 ，有 
，也就是  的逆元等于 。

欧拉定理  

对于 ，有 。如果  为质数，则 ，也就是说，费马小定理是
欧拉定理的特殊形式。

Wilson 定理  

对于质数 ，有 。

原根与阶  

对于 ，找到最小的正整数  满足 （由于欧拉定理，这样的  一定存在）。称 
 为  模  的阶，记为 。

容易发现阶有如下的性质：

1.  两两模  不同余。
2. 若 ，则 。

如果 ，则称  为模  的原根。

原根判定定理：对于 ， ，则  是模  的原根的充要条件为：对于  的每一个

质因数 ，都有 。

原根存在定理：一个数  存在原根当且仅当 ，其中  为奇质数，  为正整
数。

同时，素数  的最小原根被证明了 。因此，对于需要找质数原根的题目，暴力从小到大
枚举的时间复杂度是能够接受的。

中国剩余定理 CRT  

求解同余方程 ，其中  两两互质。

如果我们能够构造出一个数 ，满足 ，且 ，那么最终取 

 即可。

如果将条件宽松成： ，且 ，不难发现直接取  

即可。

由于  两两互质，所以 ，因此  存在模  意义下的逆元 ，取  即可。
处理时需要注意什么时候要取模，什么时候不能取模。
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扩展中国剩余定理 exCRT  

求解同余方程 。

此时没有  两两互质的条件了，因此上面的方法不再使用。我们想要找到一种更为普适的方法，例如每
次尝试求解两个方程：

假设已知 ，如果我们找到了两个方程的解 ，那么这两

个方程就等价于一个方程 。

现在就是要找到这样的 ，根据  的含义，显然存在 ，满足 
。

做差得到： 。

两侧同时对  取模，得到：

记 ，如果 ，则不存在满足条件的 ；否则，记 ， ，

有 ，此时有 ，因此  存在模  意义下的逆元 。令 

，进而得到  的值。

以此将所有的方程组合并，即可得到最终的结果。

离散对数 BSGS  

已知正整数 ，满足 ，要求找到最小的 ，满足 。

如果存在解，显然存在  的解。令 ，则  可以被表示为  的形式，其中 
。

也就是 ，令 ，则原方程等价于 。

对于所有的 ，预处理出  的结果，存储在哈希表或其他数据结构中；然后从小到大枚
举 ，如果存在某一个  和  相等，就说明找到了一个解 。

时间复杂度 。

扩展离散对数 exBSGS  

已知正整数 ，要求找到最小的 ，满足 。

法一  

没有  的条件，则将  移动到又式这一步无法进行。此时可以想办法把构造出  互质。

认为解的  足够大（所有较小的  已经尝试过了，至少有 ）。令 ，如果 

，则说明无解；否则，同时除去  可以得到： ，此时 ，则可以

将  移动到右侧，有 。

此时  的规模被至少减半了，至少重复  次之后，就会有 ，然后再使用 BSGS 求解即可。
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法二  

 不一定存在逆元，那么  的结构就无法使用了，但是仍然可以考虑 。

。

预处理出所有的 ，然后枚举 ，但是发现后面的条件仅仅是前面的必要条件，所以不一定成立。还需
要再次检验其是否成立。

如果有多个  相同，可以只保留最小的两个。

高次同余方程  

已知正整数  和质数 ，要求找到  满足 。

找到  的一个原根 ，同时使用 BSGS 找到 ， 。

那么原式就有 ，也就是 ，此时就有 
。

Lucas 定理  

对于质数  有：  。


其中  可以直接预处理，  接着递归处理即可，求单个组合数的复杂度为 

 ，其中  为预处理复杂度，  为单次求组合数复杂度。

证明  

考虑  的值，发现 。

考虑二项式 ，我们有：


。

由于  就是 ，那么就有：

而  中的  项需要从  中取  个 ，从 

 中取  个  得到，也就是 。

exLucas 定理  

Lucas定理只能处理  为质数的情况，对于不是质数的，我们就需要用 exLucas 定理。


求  ，其中  可能是合数。

根据唯一分解定理  ，其中  为质数。我们求出每一个  ，然后用中国剩余

定理即可。

也就是要求  ，需要求分母求逆元，但由于  不一定与质数  互质。

所以考虑先提取出所有的  。
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所求转化为  。

记  为  除掉所有因数  的值。

现在考虑如何求  。

 。

 递归做，后面的暴力做既可。

数论分块  

在很多数论问题中，需要计算和向下取整相关的式子： 。

而  是很有性质的：

对于 ，这样的  只有  个，因此对应的  只有  个。

对于 ，此时有 ，这样的  只有  个。

所以本质不同的  的数量小于 。同时对于  相同的 ，在序列上应当构成了一个区间。

如果能够快速求出  的值，也就是快速求出  的前缀和，那么就能够通过对  相同的分组

一起求值来快速得到结果。

同时，对于  而言，最大的  满足  有 。因此，可以根据  从小到大枚举 

 相同的极长区间处理能够得到快速求和的方法。

积性函数相关  

迪利克雷卷积  

对于数论函数 ，记  为  和  通过迪利克雷卷积得到的结果，则  满足 

。

常见的几组迪利克雷卷积：

。
。
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莫比乌斯函数  

莫比乌斯函数有如下性质：

，也就是上面的 。

因此，莫比乌斯函数可以用于处理和互质相关的信息：

。

因为： 。

莫比乌斯反演  

如果 ，则有 。

如果 ，则有 。

杜教筛  

考虑如何快速就积性函数  的前缀和。

假设已知 ，记 ，那么就有：

如果  和  的前缀和都可以快速求出（后面假设可以  求解），那么  的值就可以  求

解。而它只依赖所有  的值。

引理： 。

由此，如果需要求解 ，递归到所有需要求解的  都能写成  的形式。

直接使用递归+记忆化实现，时间复杂度为 。

尝试对复杂度进行优化，对于  比较小的那部分  而言，通过线性筛预处理取求解前缀和会更加快
捷。

假设对于  的部分预处理前缀和，时间复杂度 ；对于  的部分预处理前缀和，显然有 

，因此复杂度为 。

发现在  的时候，总时间复杂度最优为 。
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