
组合数学知识点  
排列组合  
加法原理：完成一个工程有  种方法，其中  为第  种方法的数目，那么完成这件事有 

 种不同的方法。

乘法原理：完成一个工程有  个步骤，其中  为第  个步骤的不同方法数，那么完成这件事有 
 种不同的方法。

组合数  

从  个不同的元素中选择  个元素构成的集合的方案数为 。

二项式定理： 。

广义二项式定理： ，其中 。

组合数的一些性质  

1. 。

2. （杨辉三角）。

3. ， 。

4. （范德蒙德恒等式）。

5. 。

6. （朱世杰恒等式）。

二项式反演  

如果 ，那么就有 。

如果 ，那么就有 。

容斥原理  
若 ，有  个集合 ，那么有：

。
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容斥原理一般化：  

有两个对于集合的函数  和 ：

如果 ，那么 。

如果 ，那么 。

发现二项式反演就是容斥原理的一种特殊形式。

min-max 容斥  

对于满足全序关系并且其中元素满足可加减性的序列 ，设其长度为 ，并设 
，则有：

。

。

这个式子常在求解期望的问题中使用。

kth min-max 容斥  

记函数  表示第  大的元素，同样定义 ，则有：

。

。

斐波那契数列  
斐波那契数列定义如下： 。

解析解： 。

斐波那契数列的一些性质  

1. （卡西尼性质）。
2. 。若 ，则有 。
3. 有  性质归纳可得： 。
4. 上述性质可逆，如果 ，则 。
5. 。

6. 齐肯多夫定理：任何一个自然数  都可以唯一表示成一些斐波那契数的和：
，其中 。

模意义下的周期性  

考虑模  意义下的斐波那契数列，考虑这样  对斐波那契数：
，根据抽屉原理，其中至少存在两对斐波那契数 

 满足 ，这样的斐波那契数生成的下一个数是相同的，
所以斐波那契数列是周期性的。
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皮亚诺周期  

模  意义下斐波那契数列的最小正周期被称为皮萨诺周期。皮萨诺周期总是不超过 ，且只有在满足 
 的形式时才取到等号。

错排  
错位排列是没有任何元素出现在其有序位置的排列。即，对于  的排列 ，如果满足 ，则
称  是  的错位排列。记  为长度为  的错排的数量。

可以通过容斥得到： 。

也可以得到递推形式：  或 。

甚至有一个很简单的取整形式： 。这也就说明了，错排的密度大约是  

的。

卡特兰数  
考虑如下几个问题：

1. 长度为  的合法括号串的数量。
2. 一个无限大的栈，如果进栈序列为 ，有多少种可能的出栈序列。
3.  个节点有多少种不同的二叉树。

可以证明，这些问题的答案相同，均为 。

卡特兰数常见求值方式  

。

。

。

卡特兰数的封闭形式  

卡特兰数的一大特点就是其生成函数的形式：假设其生成函数为 ，可以通过递推式得知：

解得 ，舍去不收敛的根之后，得到 ，将这个结果通

过广义牛顿二项式展开之后就可以得到卡特兰数的通项公式。

斯特林数  
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第二类斯特林数  

第二类斯特林数（斯特林子集数）： ，也可记做 ，表示将  个两两不同的元素，划

分为  个互不区分的非空子集的方案数。

递推式： ， 。

通过容斥原理可以得到：

第一类斯特林数  

第一类斯特林数（斯特林轮换数）： ，也可记做 ，表示将  个两两不同的元素，划分

为  个互不区分的非空轮换的方案数。

递推式： ， 。

第一类斯特林数没有实用的通项公式。

普通幂和上升幂之间的转化  

记 。

那么就有： ， 。

普通幂和下降幂之间的转化  

记 ，注意到 。

那么就有： ， 。

贝尔数  
记  表示将  个互不相同的元素划分成若干个不区分的集合的方案数。

递推式： 。

同时 。

贝尔数本身没什么价值，但是 ，这也就意味着，和将  个元素
划分成若干集合的问题中，暴力搜索的复杂度可以接受到 ，一般可以在最终复杂度为 

 或  题目中获得可观的分数。

分拆数  
分拆数 ：将  分成无序的若干个正整数的和的方案数。

 部分拆数 ：将  分成无序的  个正整数的和的方案数。
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有递推式 ， 。

Ferrers 图  

Ferrers 图：将分拆的每个部分用点组成的行表示。每行点的个数为这个部分的大小。

根据分拆的定义，Ferrers 图中不同的行按照递减的次序排放。最长行在最上面。

例如：分拆  的 Ferrers 图。

将一个 Ferrers 图沿着对角线翻转，得到的新 Ferrers 图称为原图的共轭，新分拆称为原分拆的共轭。
显然，共轭是对称的关系。

例如上述分拆  的共轭是分拆 。

 求解分拆数  

考虑求解 ，对于所有的拆分情况来说，选择  的正整数的个数不会超过  个；其余的数都是 

 的数。

对于  的部分，先把每一个数扣掉 ，剩余的部分可以直接维护 ，表示和为 ，恰好  个
数的分拆方案数。
对于  的部分，可以考虑其对应的共轭分拆，也可以呃直接维护  表示和为 ，所有数都 

 的分拆方案数。

取 ，两部分预处理出  和  的总时间复杂度最优，为 。

此时，考虑  可以通过直接枚举  的数量  以及这一部分的和 ，那么 

。

这样求解相较于直接使用生成函数或五边形数定理处理的优势在于，这样的处理可以在对拆分进行一定
的限制之后，通过修改  和  的定义来完成处理。
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